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STEP 3 2012 Hints and Solutions 

1.  The stem integrates to give  ݖ ൌ ݕ ቀ
ௗ௬

ௗ௫
ቁ
ଶ
 and for part (i) using  ݊ ൌ 1 , the stem gives 

ௗ௭

ௗ௫
ൌ ඥݕ

ௗ௬

ௗ௫
  which can solved for z using the initial conditions, and the integrated stem is a first 

order differential equation for y, which when solved, again with the initial conditions, produces the 

required result.  Part (ii) follows the same pattern, with  ݊ ൌ െ2 instead, which has solution  

ݕ ൌ ݁
భ
మ
௫మ  . 

2.  The simplification in the opening is  ൫1 െ ଶݔ
శభ

൯  , obtained by repeated use of the 
difference of two squares.  A simple algebraic rearrangement, followed by taking a limit, the 

logarithm of both expressions, and differentiation produces the other three results in part (i).  Part 

(ii) can be obtained by replacing  ݔ by ݔଷ  in lnሺ1 െ ሻݔ ൌ െ∑ ln൫1  ଶݔ
ೝ
൯ஶ

ୀ   from part (i), 

factorising the difference and the sums of cubes and subtracting that part (i) result before 

differentiating.  An alternative is to replicate part (i) using instead the product 

 ሺ1  ݔ  ଶሻሺ1ݔ െ ݔ  ଶሻሺ1ݔ െ ଶݔ  ସሻሺ1ݔ െ ସݔ  …ሻ଼ݔ ൫1 െ ଶݔ

 ଶݔ

శభ
൯  , but then a little extra 

care is required with the rearrangement, and consideration of the limit. 

3.  The two parabolas, with vertices oriented  in the direction of the positive axes, touch in the 

third quadrant in case (a), and in the first quadrant in the other three cases.  In case (b), there are 

intersections in the second and third quadrants, in (c) in the third and fourth, and in (d), the trickiest 

case, they are in the third quadrant and in the first, between the touching point and the vertex of 

the parabola on the x axis.  The first result of part (ii)is obtained by eliminating y between the two 

equations, the second by differentiating and equating gradients, and the third, by eliminating ݔସ , 
(ܽସ ൌ ܽܽଷሻ , from the first result using the second. 

The cases that arise are  ܽ ൌ 1 , ൌ 21 , 



ൌ

ଶଵ

ଵଶ
൏ 2  (d),  ܽ ൌ

ିଵା√ଵଷ

ଶ
 ,  ݇ ൌ

ଵଷ

ଶ
√13 െ

ହ

ଶ
  , 




൏ 2  (d), 

and ܽ ൌ
ିଵି√ଵଷ

ଶ
 ,  ݇ ൌ

ିଵଷ

ଶ
√13 െ

ହ

ଶ
  , ݇ ൏ 0  (a). 

4.  Writing  
ାଵ

!
  as  



!
	

ଵ

!
  and then cancelling the first fraction, give exponential series.  

Similarly, ሺ݊  1ሻଶ  can be written as  ݊ሺ݊ െ 1ሻ  3݊  1, and  ሺ2݊ െ 1ሻଷ  as  8݊ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ െ 2ሻ 

12݊ሺ݊ െ 1ሻ  2݊ െ 1 , the latter giving the result  21݁  1 .  Using partial fractions, 
మାଵ

ሺାଵሻሺାଶሻ
  can 

be written as  1 
ଶ

ାଵ
െ

ହ

ାଶ
 , the first term giving a GP, and the other two, log series.  The result for 

part (ii) is thus  12 െ 16 ln 2  . 

5.  For non‐integer rational points, it makes sense to use values of 	cos and  sin  ߠ  based on  ߠ
Pythagorean triples such as 3, 4, 5  or 5, 12, 13,  The technique for (i) (b) can be used for (ii) (a), 

merely by changing the value of m, whereas for (ii) (b), a slightly more involved expression is needed 

such as ݔ ൌ ܽ cos ߠ  ܾ√݉ sin ݕ , ߠ ൌ ܽ sin ߠ െ ܾ√݉ cos  For (ii) (c), there are two alternatives  . ߠ

that work sensibly, ൌ ܽ cosh ߠ  √݉ sinh ݕ , ߠ ൌ ܽ sinh ߠ  √݉ cosh    ߠ

or  ݔ ൌ ܽ sec ߠ  √݉	 tan ݕ  , ߠ ൌ ܽ tan ߠ  √݉	sec    .ߠ
 

 



A completely different approach for the last part of the question is to write 

ଶݔ   െ ଶݕ ൌ ሺݔ  ݔሻሺݕ െ ሻݕ ൌ 7  and to choose ݔ  ݕ ൌ ܽ  ܾ√2 with nearly any choices of rational 

a and b possible.  Then, as  ݔ െ ݕ ൌ


௫ା௬
 , and numbers of the form ܽ  ܾ√2 are a field over the 

operations ൈ  and  ,  ݔ െ  has to be of the correct form, and then solving for x and y, they  ݕ

likewise have to be of the required form. 

Some possible solutions are  

(i)(a) ሺ1,0ሻ and  ቀ
ଷ

ହ
,
ସ

ହ
ቁ , (b) ሺ1,1ሻ , 1  ݉ , and  ቀ



ହ
,
ଵ

ହ
ቁ (using ݉ ൌ 1	, cos ߠ ൌ

ଷ

ହ
 ) 

(ii)(a) ൫1, √2൯ and ቀ
ଷ

ହ


ସ

ହ
√2,

ସ

ହ
െ

ଷ

ହ
√2ቁ (using	݉ ൌ 2	, cos ߠ ൌ

ଷ

ହ
 ) , (b) ቀ

ଽ

ହ


ସ

ହ
√2,

ଵଶ

ହ
െ

ଷ

ହ
√2ቁ  (using 

ܽ ൌ 3	, ܾ ൌ 1, cos ߠ ൌ
ଷ

ହ
 ), (c) ቀ

ଷଽ

ହ


ଵଶ

ହ
√2	,

ଷ

ହ


ଵଷ

ହ
√2ቁ  (using ݉ ൌ 2 , ܽ ൌ 3 and cosh ߠ ൌ

ଵଷ

ହ
 ,  

sinh ߠ ൌ
ଵଶ

ହ
  or  sec ߠ ൌ

ଵଷ

ହ
 , tan ߠ ൌ

ଵଶ

ହ
 ) 

 

6.  Substituting  ݔ   for z in the quadratic equation and equating real and imaginary parts  ݕ݅

yields the first two results, the imaginary gives two situations, one as required and the other 

substituted into the real gives the second.  The first of these two results substituted into the real 

gives a circle radius 1, centre the origin, whilst the second gives the real axis without the origin.  The 

second quadratic equation succumbs to the same approach giving the real axis without the origin 

(again), and a circle centre ሺെ1,0ሻ radius 1 also omitting the origin.  The same approach in the third 

case yields the real axis with   ൌ
ି௫మേ√௫రି଼௫

ଶ௫
  and considering the discriminant, ݔ ൏ 0 and  ݔ  2.  

On the other hand,  ൌ െ2ݔ produces  ݕଶ ൌ െ
௫యାଵ

௫
 

   
 

7.  The second order differential equation  ݕሷ  ሶݕ7  ݕ6 ൌ 0  may be obtained by 

differentiating the first equation, then substituting for  ݖሶ using the other equation, and then doing 
likewise for ݖ using the first again.  The solutions for ݕ and ݖ follow in the usual manner.  Parts (i) 

and (ii) yield  ݖଵሺݐሻ ൌ 2݁ି௧ െ 2݁ି௧ and  ݖଶሺݐሻ ൌ
൫లିଵ൯

ሺఱିଵሻ
݁ି௧ െ

ఱሺିଵሻ

ሺఱିଵሻ
݁	ି௧  respectively.  Part (iii) 

merely requires the sum to be expanded and two geometric progressions emerge so that  

ܿ ൌ
ଶ

ିଵ

൫ఱିଵ൯

ሺలିଵሻ
  . 

 

8.  ଶܨ ൌ 1	, ଷܨ	 ൌ 2	, ସܨ ൌ 3	, ହܨ ൌ 5  so both expressions in part (i) equal ‐1.  Considering either 
ሾሺܨܨାଷ െ ାଶሻܨାଵܨ െ ሺܨିଶܨାଵ െ ାଷܨܨሻሿ  or  ሺܨିଵܨ െ ାଶሻܨାଵܨ  ሺܨିଵܨାଶ െ  , ାଵሻܨܨ
and applying the recurrence relation, both can be found to be zero.  \so the given expression is 

shown to be 1 if n is odd and ‐1 if n is even.  The tan compound angle formula enables the proof in 

part (iii) to be completed once the initial recurrence relation and the result from part (ii) have been 

applied to the expression obtained following algebraic simplification.  Rearranging the result and 

substituting into the required sum gives, by the method of differences,   ∑ tanିଵ ቀ
ଵ

ிమೝశభ
ቁ 	ൌ

గ

ସ
	ஶ

ୀଵ  



9.  Eliminating   ଵܶ,  ଶܶ , ܽ , and  ߙ between the five equations  ݉ଵ݃ െ ଵܶ ൌ ݉ଵܽ ,                  

ଵܶݎ െ ଶܶݎ ൌ  , ߙܫ ଶܶ െ ݉ଶ݃ ൌ ݉ଶܽ , ߙ ൌ



 , and  ܲ ݃ܯ ൌ ݃ܯ  ଵܶ  ଶܶ  yields the required 

result for  ܫ .  The only difference in the second part is that the second equation becomes 

ଵܶݎ െ ଶܶݎ െ ܥ ൌ ܫ  and so the same elimination yields , ߙܫ ൌ
൫ሺభାమሻିସభమ൯మି	ሺభିమሻ	

ሺభାమሻି
 , 

which can be seen to be smaller than that in part (i).  The first four equations in this second part give 

݉ଵ݃ െ݉ଶ݃ െ



ൌ ቀ݉ଵ ݉ଶ 

ூ

మ
ቁ ܽ , and so as ܽ  0 , the required result follows. 

 

10.  After motion commences, the next at rest position has the string at  
గ

ଷ
  to the vertical.  

Conserving energy between the two at rest positions gives  ߣ ൌ 3݉݃ .  Conserving energy for the 
general position and resolving radially, bearing in mind that the angle of the radius to the vertical is 

twice the angle of the string to the vertical, and using a double angle formula gives the required 

result.  The discriminant being negative or completing the square demonstrates that the reaction 

force is always positive. 

 

11.  Various approaches can be used to find the energy terms.  If potential energy zero level is 

taken to be at P, then the initial potential energy is  െ2݃ܯ


ଶ
  .  When the particle has fallen a 

distance x, the kinetic energy of the particle is   
ଵ

ଶ
 ,ݔଶ, the potential energy of the particle is  െ݉݃ݒ݉

the potential energy of the part of the stationary piece of string of length x is  െ
௫

ଶ
݃ܯ2

௫

ଶ
 , the 

potential energy of the remaining piece of (doubled up) string is  െቀ1 െ
௫

ଶ
ቁ ݃ܯ2 ൬ݔ 

ଵ

ଶ
ቀܮ െ

ଵ

ଶ
 , ቁ൰ݔ

and the kinetic energy of the shorter moving piece is  
ଵ

ଶ

ି
భ
మ
௫

ଶ
 ଶ. This yields the first result andݒ	ܯ2	

differentiation of it yields the second.  As   0 ൏ ݔ  ܮܯ  , ܮ2 െ
ெ௫

ସ


ெ

ଶ
  , as ݔ݃ܯ  0  and the 

denominator is twice a square   
ெ௫ቀାெି

ಾೣ
ర
ቁ

ଶቀାெି
ೣಾ
మ
ቁ
మ  0  , the final result follows. 

12.  The sketched region contained by AB, and the two line segments connecting A and B to the 

centre of the triangle.  A simple approach for the pdf is via  ܲሺܺ  ሻݔ ∝ ቀଵ
ଷ
െ ቁݔ

ଶ
, finding the 

constant of proportionality and then differentiating to give the required result.  ܧሺܺሻ ൌ
ଵ

ଽ
 . 

For the second part, ݃ሺݔሻ ൌ 192 ቀ
ଵ

ସ
െ ቁݔ

ଶ
, and so ܧሺܺሻ ൌ

ଵ

ଵ
 . 

13.  That  ܲሺݖ ൏ ܼ ൏ ݖ  ܽ|ݖߜ ൏ ܼ ൏ ܾሻ ൌ
ሺ௭ழழ௭ାఋሻ

ሺழழሻ
  yields the part (i) result.  Similarly, that 

ܺ|ሺܺܧ  0ሻ ൌ ܼߪሺܧ	  ܼߪ|ߤ  ߤ  0ሻ yields the first result of part (ii), and that 

 ݉ ൌ ሺ|ܺ|ሻ	ܧ ൌ ܺ|ሺܺܧ	  0ሻ	ܲሺܺ  0ሻ  ܺ|ሺെܺܧ	 ൏ 0ሻ	ܲሺܺ ൏ 0ሻ yields the second.   

Using  ܸܽݎሺܺሻ ൌ ሺܺଶሻܧ െ ଶߤ ൌ  ଶ , and soߪ

ሺ|ܺ|ሻݎܸܽ  ൌ ሺ|ܺ|ଶሻܧ െ ሺܧ|ܺ|ሻଶ ൌ ሺܺଶሻܧ െ ݉ଶ ൌ ଶߤ	  ଶߪ 	െ ݉ଶ 


